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「最小二乗法・交互最小二乗法」

正　誤　表

第1章　最小二乗法
【21ページ】
下から 4行目
（誤） 任意の p× 1 ベクトル u を用いて
（正） 任意の p× 1 ベクトル u ( ̸= 0) を用いて

【31ページ】
上から 3行目
（誤） z = 62.06

（正） z = 62.01

【32ページ】
上から 11行目
（誤） の重心は (x̄, ȳ)なので
（正） の重心は a1x̄+ a2ȳなので

【33ページ】
上から 8行目　と　下から 6行目

（誤） λ =
(s2x + s2y)±

√
(s2x − s2y)

2 − 4s2xy

2

（正） λ =
(s2x + s2y)±

√
(s2x − s2y)

2+4s2xy

2
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下から 2行目～34ページの上から 2行目
（誤） sxy = 12.143より，λ1 = 28.974となり，a1 = 0.8359，a2 = 0.5489となる．したがって，

主成分得点は，zi = 0.8359xi + 0.5489yi で求められる．また，x-y 平面上の直線の方程式は，
0.5489x− 0.8359y + 2.269 = 0，すなわち，y = 0.6567x+ 2.715となり，

（正） sxy = 10.625より，λ1 = 27.597となり，a1 = 0.8496，a2 = 0.5275となる．したがって，
主成分得点は，zi = 0.8496xi + 0.5275yi で求められる．また，x-y 平面上の直線の方程式は，
0.5275x− 0.8496y + 2.580 = 0，すなわち，y = 0.6209x+ 3.037となり，
（s2xと s2yには標本分散（分母がサンプルサイズ）として求めた値を使い，sxyには不偏分散（分
母がサンプルサイズ−1）として求めた値を使っていました。どちらかに統一されていれば問題
なかったのですが，この不整合のために，λ1以降の値が違っていました。なお，図 1.11～図 1.13
は正しく描けています。）

第2章　交互最小二乗法
【39ページ】
下から 1行目
（誤） β1 = β∗

1，c = c∗と固定し，
（正） β0 = β∗

0，β1 = β∗
1 と固定し，

【41ページ】
図 2.1

　　　図 2.1の縦軸の目盛が正しくありませんでした。

図 2.1のキャプション
（誤） 横軸の偶数はステップ [S2] の終了時，奇数は [S3] の終了時に対応
（正） 横軸の奇数はステップ [S2]の終了時，偶数はステップ [S3]の終了時に対応
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下から 2行目
（誤） ステップ 25で反復を打ち切ると，β∗

0 = 3.255

（正） ステップ 26で反復を打ち切ると，β∗
0 = 3.256

【42ページ】
上から 2行目
（誤） と表し，θ

[t]
r = [θ

[t]⊤
1 , . . . ,

（正） と表し，θ[t] = [θ
[t]⊤
1 , . . . ,

（添え字の rが不要でした。）

【48～50ページ】
2.2.3節全部と 2.2.4節の最初の 8行目まで
（誤） 一部，説明におかしなところがありましたので，（正）のようにあらためたいと思います。
（正） 6～8ページに掲載した差し替え文でご確認ください。

【53ページ】
下から 4行目
（誤） および，0以上 1以下の
（正） および，0 < α < 1の

【60ページ】
上から 13行目
（誤） 2.2.2項に記した
（正） 2.3.2項に記した

【61ページ】
図 2.6の (A)のCの表

（誤）
C

c1 -1.00 0.80
c2 1.14 0.20
c3 -1.10 -0.75
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（正）
C

c1 -1.00 0.80
c2 1.14 0.20
c3 -0.10 -0.75

【63ページ】
上から 2行目～3行目
（誤） gk(0) < 0， lim

λl→∞
gk(λk) = ∞， lim

λl→−∞
gk(λk) = ∞

（正） gl(0) < 0， lim
λl→∞

gl(λl) = ∞， lim
λl→−∞

gl(λl) = ∞

上から 7行目
（誤） λl = arg min

1≤u≤4
gl(λ

∗
lu)

（正） λl = arg min
1≤u≤4

ηl(λ
∗
lu)

【64ページ】
図 2.7の［S3］
（誤） 関数 (2.36)を求める．
（正） 行列 (2.45)を求める．

【69ページ】
下から 5行目
（誤） (p× (p+m))であり,

（正） ((p+m)× (p+m))であり,

【71ページ】
上から 11行目
（誤） trX⊤X+ ntrΛΛ⊤ + ntrΨ2 − 2trX⊤FΛ− 2trX⊤UΨ

（正） trX⊤X+ ntrΛΛ⊤ + ntrΨ2 − 2trX⊤FΛ⊤ − 2trX⊤UΨ

【72ページ】
下から 4行目
（誤） 降順
（正） 昇順
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第3章　関連する研究と計算環境
【82ページ】
上から 7行目～9行目
（誤） 当然，

∥θ̇[T ′] − θσ[T ]∥2 < δ

である．
（正） ここで，

∥θ̇[T ′] − θσ[T ]∥2 < 2δ

となっているはずである．
（「当然」という表現を使いましたが，厳密な数学的議論に基づくものではありませんので，こ
のように言い回しを変えたいと思います。）

【85ページ】
下から 11行目
（誤）

vecX(Q) =
[
G1q

⊤
1 , . . . ,Gpq

⊤
p

]⊤
（正）

vecX(Q) =
[
(G1q1)

⊤, . . . , (Gpqp)
⊤
]⊤

【87ページ】
下から 5行目
（誤） 2 桁も一致していない
（正） 小数点以下 2 桁も一致していない
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【48～50ページの差し替え】

2.2.3 最適尺度法
非計量ALS法の提案者は，カテゴリーに得点を与えるQステップを

指して，特に最適尺度法（optimal scaling）とよんでいるが (例えば， ?)，
この呼称には，「離散変数のカテゴリカルなデータの背後には連続的な尺
度が潜在し，データから，背後の尺度上の値 qjk を同定する行為が Qス
テップである」という意味合いがある．なお，?，?らは，Qステップを最
適得点化（optimal scoring）とよんでいる．
さて，NCAのQステップで求めるべきパラメータはqj (j = 1, . . . , p)

であるが，式 (2.10)からわかるように，qj が現れるのは，式 (2.10)の右
辺から加算記号を除いた fj(qj) = ||Gjqj −Faj ||2だけである．このこと
は，最適な qj を求めるためには，fj(qj)だけを考慮すればよいことを表
す．さらに，

rj = D−1
j G⊤

j Faj (2.15)

を用いて，fj(qj)は ||Gjqj−Faj ||2 = ||Gjrj−Faj ||2+(qj−rj)
⊤Dj(qj−

rj)のように分割され，右辺で qj に関係するのは，簡潔な関数

gj(qj) = (qj − rj)
⊤Dj(qj − rj) (2.16)

だけである．以上より，Qステップでは，j = 1, . . . , pのそれぞれについ
て，qjに課される制約条件のもとで関数 (2.16)を最小にする qjを求めれ
ばよい．

J = In − n−11n1
⊤
n とおくと， 上記の最小化が，ベクトル JGjqj と

JGjrj の余弦

cosj(qj) =
r⊤j G

⊤
j J

⊤JGjqj√
r⊤j G

⊤
j J

⊤JGjrj

√
q⊤
j G

⊤
j J

⊤JGjqj

(2.17)

の最大化と同等であることが，次のように示される．条件 (2.12)の右の
式 q⊤

j Djqj = nを考慮すると，関数 (2.16)は gj(qj) = n − 2r⊤j Djqj +

r⊤j Djrj と書き換えられ，条件 (2.12)のもとでの関数 (2.16)の最小化と
g#j (qj) = r⊤j Djqj= r⊤j G

⊤
j Gjqj の最大化の同等性が示される．さらに，
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条件 (2.12) の左の 1⊤nGjqj = 0 と同等である JGjqj = Gjqj を用い
て，g#j (qj) = r⊤j G

⊤
j J

⊤JGjqj と表せるとともに，条件 (2.12)の右の式
は q⊤

j G
⊤
j Gjqj = q⊤

j G
⊤
j J

⊤JGjqj = nと書き換えられ，これは，ベクト
ル JGjqj の長さが一定であることを示す．以上に加えて r⊤j G

⊤
j J

⊤JGjrj

は qj に関係ない定数であるので，関数 (2.16)の最小化と関数 (2.17)の
最大化の同等性が示される．ここで，関数 (2.17)は，ベクトル JGjqj が
JGjrj と同じ方向に伸びるとき，つまり，JGjqj = αjJGjrj，ただし，
αj > 0のときに最大化される．ここで，

αj =

√
n√

r⊤j G
⊤
j J

⊤JGjrj
(2.18)

とおけば，条件 (2.12)の右の式は満たされる．変数 jが名義尺度の場合に
は，カテゴリー得点に課されるべき条件は，(2.12)以外にはなく，(2.12)

の左の式と JGjqj = αjJGjrj を満たす qj が解となる．これは，

qj = αj

[
rj −

1

n
1Kj1

⊤
nGjrj

]
(2.19)

によって与えられる．変数 jのカテゴリーが順序変数で，番号が 1, . . . ,Kj

の昇順で大きな値に対応するというときには，

qj1 ≤ . . . ≤ qjKj (2.20)

という制約条件が付加される．これと条件 (2.12) のもとで関数 (2.16)を
最小にするqj は，単調回帰法とよばれる方法によって，rjを r#j (Kj ×1)

に変換し，r#j を式 (2.18)，(2.19)の rj に代入することによって求められ
る．単調回帰の理論は紙面の制約から引用文献の??， ?に譲り，rj を r#j

に変換するアルゴリズムだけを図 2.2に記す．このアルゴリズムは，?に
ならったものである．

2.2.4 非計量主成分分析の適用例
まず，2.2.2節と前節の結果をまとめたNCAのアルゴリズムを次にリ

ストしておく．

[S1] F，Aの初期値を求める．
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単調回帰法� �
ベクトル (2.15)の第 k要素を rjk，求めるべき r#j の第 k要素を r#jk，
Dj の第 k 対角要素を djk と表すと，rjk の r#jk への変換は，次のス
テップを通して達成できる．
[S1] r#j1 = rj1とおく．

[S2] r#j1, . . . , r
#
j,k−1 が求められたとする．r#jk に仮の値 rjkを与える．

[S3] r#jk ≥ r#j,k−1 のとき，r#jk = rjk と定め，k := k + 1として [S2]

に移る．
[S4] r#jk < r#j,k−1 のとき，

r̄jk =
1

djk +
L∑
l=1

dj,k−l

(
djkrjk +

L∑
l=1

dj,k−lrj,k−l

)
≥ r#j,k−L−1

を満たす最小のL (= 1, . . . , k−2)が見つかれば，r#j,k−L = . . . =

r#jk = r̄jk とおき，見つからなければ，r#j1 = . . . = r#jk = r̄jkと
おく．

[S5] k = Kj であれば，終了する．

（求めた r#j を式 (2.18)，(2.19)の rj に代入して qj を求める．）� �
Figure 2.2: 単調回帰法のアルゴリズム

[S2] j = 1, . . . , pのそれぞれについて，以下のことを行う．変数 j が名
義変数のときは，qj を式 (2.19) で求め，順序変数のときは，図 2.2

のように r#j を求めた後，式 (2.18) ，(2.19)の rj に代入して qj を
求める．

[S3] 式 (2.14)より F，Aを求める．

[S4] 収束していれば終了し，収束していなければ [S2]に戻る．
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